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11 settembre 2017 es.1 (Alberto e Barbara giocano con un dado)
Alberto e Barbara giocano lanciando un dado. Quando esce 1, 2, 3 o 4 Alberto fa 1 punto, quando 
esce 5 o 6 Barbara fa 2 punti. Vince chi arriva per primo a 6 punti.
a) Qual è la probabilità che entrambi realizzino almeno 1 punto nel corso della partita?
b) Qual è la probabilità che, in un certo momento della partita, il punteggio sia di 4 a 4?
c) Qual è la probabilità che sia Alberto a vincere la partita?
Soluzione
a) Conviene riferirsi all’evento contrario, vale a dire che il vincitore della partita lasci l’avversario/a a 
zero punti.  Ciò accade se si verifica una delle due seguenti circostanze:• Per sei volte consecutive il dado realizza un punteggio non superiore a 4.
In ciascun lancio, la probabilità che ciò accada è 23 ; la probabilità che questo evento si ripeta per sei 
volte è  23 6.•• Per tre volte consecutive il dado realizza 5 oppure 6.
In ciascun lancio, la probabilità che ciò accada è 13 ; la probabilità che questo evento si ripeta per tre 
volte è  13 3.
L’evento “chi perde la partita rimane a zero punti” è l’unione dei due eventi considerati sopra, i quali 
sono tra loro incompatibili; quindi la probabilità dell’evento “chi perde la partita rimane a zero punti” 
è la somma delle due probabilità che abbiamo calcolato.
La probabilità dell’evento contrario, cioè che entrambi i giocatori realizzino almeno un punto, è il 
complemento a 1 di questo valore, cioè
1 -− 2
3
6 + 1
3
3
638
729
b) Tenendo presenti le regole del gioco, il punteggio 4 a 4 si può realizzare nel corso di una partita 
dopo esattamente sei lanci, quattro dei quali siano favorevoli ad Alberto (uscita del dado ≤ 4) e due 
a Barbara (uscita del dado ≥ 5).  Si capisce dunque che la probabilità di vedere nel corso della 
partita il punteggio di 4 a 4 si calcola applicando la distribuzione binomiale: chiamiamo “successo” 
l’esito favorevole ad Alberto, cioè l’uscita del dado ≤ 4; la corrispondente probabilità è p = 23 .  Il 
punteggio parziale di 4 a 4 si raggiunge se nelle prime 6 giocate si realizzano esattamente 4 suc-
cessi.  La probabilità che ciò accada è
Binomial[6, 4] *⋆ 2
3
4 *⋆ 1
3
2
80
243
N[%]
0.329218
Questa è la probabilità richiesta, cioè del fatto che nel corso della partita si presenti il punteggio 
parziale di 4 a 4.
c) È possibile un approccio ingenuo, che registra l’esito di ciascuno dei lanci del dado e la con-
seguente evoluzione del punteggio per i due concorrenti, fino alla vittoria finale di uno dei due, ma si 
tratta di un procedimento lungo e noioso, quantunque privo di difficoltà di concetto; preferiamo 
seguire una tecnica un po’ più diretta.
La partita si conclude certamente entro otto lanci del dado; la partita sarà vinta da Alberto se le 
uscite del dado ≥ 5, favorevoli a Barbara, non saranno più di due.  Usiamo ancora la distribuzione 
binomiale B(n, p) con p = 13 , n = 8.Printed by Wolfram Mathematica Student Edition
c) È possibile un approccio ingenuo, che registra l’esito di ciascuno dei lanci del dado e la con-
seguente evoluzione del punteggio per i due concorrenti, fino alla vittoria finale di uno dei due, ma si 
tratta di un procedimento lungo e noioso, quantunque privo di difficoltà di concetto; preferiamo 
seguire una tecnica un po’ più diretta.
La partita si conclude certamente entro otto lanci del dado; la partita sarà vinta da Alberto se le 
uscite del dado ≥ 5, favorevoli a Barbara, non saranno più di due.  Usiamo ancora la distribuzione 
binomiale B(n, p) con p = 13 , n = 8.
P(0 successi di Barbara in 8 lanci del dado =
PDFBinomialDistribution8, 1
3
, 0
256
6561
P(1 successo di Barbara in 8 lanci del dado =
PDFBinomialDistribution8, 1
3
, 1
1024
6561
P(2 successi di Barbara in 8 lanci del dado =
PDFBinomialDistribution8, 1
3
, 2
1792
6561
La probabilità che Alberto vinca la partita è la somma di questi tre valori:% + %% + %%%
1024
2187
N[%]
0.468221
Osservazione.  Ciascun lancio del dado premia i due contendenti in modo “equo”, nel senso che in 
ciascun lancio la speranza matematica dei punti a favore di ciascuno dei due è  la stessa, uguale a 
2
3 ; tuttavia il gioco risulta, come si è visto, sbilanciato a favore di Barbara, la quale ha una probabilità 
di aggiudicarsi la partita maggiore di quella di Alberto, precisamente
1 -− %
0.531779
È un risultato abbastanza contro-intuitivo, cosa che nel calcolo delle probabilità succede piuttosto 
spesso.
11 settembre 2017 es.2 (La patente)
In un determinato Paese la patente di guida si ottiene superando prima una visita medica di 
idoneità, poi un esame pratico.  La visita medica può accertare la mancanza permanente di 
idoneità, cosicché al candidato sarà preclusa la possibilità di ottenere la patente (“escluso”), oppure 
l’idoneità (“ammesso”), oppure una temporanea mancanza di idoneità (“rinviato”), che comporta la 
necessità di ripetere la visita in un tempo successivo; l’esame pratico può essere superato oppure 
no; in quest’ultimo caso dovrà essere ripetuto, senza ripetere la visita medica.  Dai dati storici risulta 
che, per un candidato generico, le probabilità relative alla visita medica di essere escluso, 
ammesso, rinviato a una nuova visita sono rispettivamente  0.1, 0.7, 0.2; la probabilità di essere 
promosso all’esame pratico è 0.6.
a) Descrivere il problema attraverso una catena di Markov con quattro stati: 1=escluso; 2=in attesa 
di visita medica; 3=candidato all’esame pratico; 4=patente conseguita.  Scrivere la matrice di tran-
sizione, classificare gli stati (transitori, ricorrenti, assorbenti); dire se la catena è irriducibile e se è 
regolare.
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a) Descrivere il problema attraverso una catena di Markov con quattro stati: 1=escluso; 2=in attesa 
di visita medica; 3=candidato all’esame pratico; 4=patente conseguita.  Scrivere la matrice di tran-
sizione, classificare gli stati (transitori, ricorrenti, assorbenti); dire se la catena è irriducibile e se è 
regolare.
b) Calcolare la probabilità, per un generico soggetto intenzionato a conseguire la patente che non 
ha ancora superato la visita medica, di realizzare prima o poi il suo desiderio.
Soluzione
a) Il testo fornisce tutti i valori necesssari per compilare la matrice di transizione:
p = 1 0 0 00.1 0.2 0.7 00 0 0.4 0.6
0 0 0 1
;
Gli stati 1 e 4 sono assorbenti (quindi ricorrenti); gli stati 2 e 3 sono transitori, in quanto ciascuno di 
essi comunica (per esempio) con 4, il quale non comunica con 2 né con 3.  La catena non è rego-
lare né irriducibile.
b) indicata con C la classe chiusa {4}, ciò che è richiesto è il valore diλ𝜆2 = P(∃ n ∈ℕ, Xn = 4 X0 = 2)
Chiamato anche λ𝜆3 = P(∃ n ∈ℕ, Xn = 4 X0 = 3)
e chiamato D = {2, 3} l’insieme degli stati transitori, si sa che (λ𝜆2, λ𝜆3) è soluzione del sistema lineareλ𝜆i = pi,4 + Σ
xj∈D pi,j λ𝜆j , i = 2, 3
cioè λ𝜆2 = 0.2 ·λ𝜆2 + 0.7 ·λ𝜆3 ; λ𝜆3 = 0.6 + 0.4 ·λ𝜆3
La seconda equazione dà: λ𝜆3 = 1; dalla prima si ricava allora λ𝜆2 = 78 .
Osservazione. L’altro valore che abbiamo ottenuto, λ𝜆3 = 1, era prevedibile, perché il fallimento della 
prova pratica consente di ripeterla a oltranza, e siccome la probabilità di superarla in ciascun tenta-
tivo non è nulla, la probabilità di essere promossi prima o poi è uguale a 1. 
11 settembre 2017 es.3 (Il mutuo per la casa di Stefano)
Stefano, di età 50, ha appena acquistato casa; l’acquisto è stato in parte finanziato da una Banca 
per l’importo di 100000 €, che Stefano rimborserà con 20 rate annuali di uguale importo, al tasso 
annuo fisso i, la prima tra un anno da oggi.
a) Calcolare la probabilità che Stefano viva abbastanza a lungo per potere pagare tutte le rate del 
mutuo.
b) La Banca pone come clausola obbligatoria per la concessione del mutuo la sottoscrizione di 
un’assicurazione sulla vita che provveda al pagamento delle rate rimanenti, alle scadenze stabilite, 
in caso di morte di Stefano prima dell’estinzione del mutuo.  Stefano paga il relativo premio immedi-
atamente e per intero.  Calcolare l’importo del premio puro che Stefano deve pagare.
(È sufficiente esprimere i risultati mediante espressioni contenenti i e gli opportuni coefficienti delle 
tavole di mortalità.  È utile ricordare che il valore attuale di una rendita immediata posticipata di n 
rate di importo R è: R*⋆an i = R*⋆∑k=1n  11+i k = R*⋆ (1+i)n-−1i (1+i)n . Nel nostro caso l’importo della rata annuale 
del mutuo è quindi R = 100000a20 i = 100000*⋆ i (1+i)20(1+i)20-−1 ).
Soluzione
a) La probabilità richiesta è quella dell’evento “Stefano è in vita nel suo 70-esimo compleanno”; 
questa è espressa da ℓ𝓁70ℓ𝓁50 .
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a) La probabilità richiesta è quella dell’evento “Stefano è in vita nel suo 70-esimo compleanno”; 
questa è espressa da ℓ𝓁70ℓ𝓁50 .
b) La rata in scadenza tra h anni, 1 ≤ h ≤ 20, è a carico dell’Assicurazione se in quella data Stefano 
non è più in vita.  La probabilità di questo evento è 1 -− ℓ𝓁50+hℓ𝓁50 = ℓ𝓁50-−ℓ𝓁50+hℓ𝓁50 ; il valore attuale di tale rata è 
R*⋆ 11+i h = 100000*⋆ i (1+i)20-−h(1+i)20-−1 ; la speranza matematica dei valori attuali di ciò che l’Assicurazione 
dovrà eventualmente pagare è perciò:
100000*⋆∑h=120 i (1+i)20-−h(1+i)20-−1 *⋆ ℓ𝓁50-−ℓ𝓁50+hℓ𝓁50 = 100000 iℓ𝓁50 (1+i)20-−1 *⋆∑h=120 (1 + i)20-−h (ℓ𝓁50 -− ℓ𝓁50+h)
Questa è l’espressione del premio puro che Stefano deve pagare oggi per sottoscrivere l’assicu-
razione.
11 settembre 2017 es.4 (Corsa in montagna)
Un podista si allena lungo un percorso di montagna di 13 Km e prende nota ogni volta del tempo 
che impiega dalla partenza all’arrivo, con i seguenti risultati (espressi in minuti):
lista = {78, 80, 79, 74, 77, 76, 75};
Si suppone che la variabile “tempo di percorrenza” per quell’atleta segua una distribuzione normale, 
con media μ𝜇 e varianza σ𝜎2  sconosciute.
a) Determinare al livello del 95% un intervallo di confidenza per la media μ𝜇 e uno per lo scarto 
quadratico medio σ𝜎, il primo centrato nel valore rilevato della media campionaria, il secondo del tipo 
[0,b].
b) Supponendo ora note la media e la varianza, uguali rispettivamente a 77 e 9, calcolare T tale 
che: con probabilità 95%, la prossima prestazione del nostro podista sia non superiore a T.
Soluzione
La media campionaria per i dati elencati è
x = 1
7

k=1
7
lista[[k]]
77
La stima corretta della varianza è
s2 = 1
6

k=1
7 lista[[k]] -− x2
14
3
s = N s2 
2.16025
L’intervallo di confidenza al livello del 95% (ossia 1-α𝛼 con α𝛼=0.05) èx -− s
7
t1-−α𝛼
2
, x + s
7
t1-−α𝛼
2
]
con t1-−α𝛼
2
 quantile di livello 1 -− α𝛼2 = 0.975 per la distribuzione di Student con 6 gradi di libertà.  Il 
risultato è il seguente:
t0.975 = Quantile[StudentTDistribution[6], 0.975]
2.44691
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Flatten x -− s
7
t0.975 x + s
7
t0.975 
{75.0021, 78.9979}
Un intervallo di confidenza al livello 1-α𝛼 per σ𝜎2 è 0, (n-−1) s2χ𝜒α𝛼2 (n-−1)  con n taglia del campione e χ𝜒α𝛼2(n -− 1) 
quantile di livello α𝛼 per χ𝜒2 con n -− 1 gradi di libertà.  Qui ci serve q = χ𝜒0.052 (5) che vale
q = Quantile[ChiSquareDistribution[6], .05]
1.63538
e quindi il secondo estremo dell'intervallo di confidenza per σ𝜎2 è
6 s2
q
17.1214
che corrisponde a un maggiorante dello scarto quadratico medio uguale a
6 s2
q
4.1378
b) Detta X la variabile “tempo di percorrenza”, che ora supponiamo avere distribuzione N(77, 3) e 
Z = X-−773 , abbiamo che la distribuzione di Z è N(0, 1).  Con probabilità 0.95 si ha Z ≤ ϕ𝜑0.95 conϕ0.95 =Quantile[NormalDistribution[0, 1], 0.95]
1.64485
e quindi con la stessa probabilità avremo X ≤ 77 + 3ϕ𝜑0.95
T = 77 + 3 ϕ0.95
81.9346
11 settembre 2017 es.5 (Azzardate affermazioni di un podista)
Il podista dell’esercizio 4, mostrando i risultati cronometrici dei suoi ultimi sette allenamenti (vedi 
sopra), afferma che il tempo che gli occorre per quel percorso è in media non superiore a 78 minuti.
a) Stabilire se, al livello del 5%, possiamo credere alla sua affermazione, cioè se un test unilaterale 
al livello 5% conduce oppure no al rifiuto dell’ipotesi «μ𝜇 > 78 ».
b) Descrivere in termini della funzione ripartizione della opportuna distribuzione di Student il livello α𝛼0 di significatività del test, con questi valori sperimentali (le tavole disponibili non offrono dati 
sufficienti per calcolare esplicitamente questo numero). Stabilire, deducendolo dalle tavole, se α𝛼0 è 
minore o maggiore del 10%.
Soluzione
a) La statistica-test per questo problema è, mantenendo le notazioni usate per l’esercizio 4,
t = 7 x -− 78
s-−1.22474
Indicato con t0.95 il quantile di livello 0.95 per la distribuzione di Student con 6 gradi di libertà, cioè
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t0.95 = Quantile[StudentTDistribution[6], 0.95]
1.94318
la regione di rifiuto dell’ipotesi è l’intervallo ] -− ∞, -−t0.95 ].  Il valore sperimentale di t non appartiene 
a questo intervallo, quindi l’ipotesi non può essere rifiutata, al livello del 5%, vale a dire che l’affer-
mazione del nostro podista non trova conferma statistica a questo livello.
b) Il livello di significatività del test è il più piccolo α𝛼 tale che il valore sperimentale di t appartiene 
all’intervallo di rifiuto, vale a dire α𝛼 tale che -−t = t1-−α𝛼 , quantile di livello 1 -− α𝛼 per la distribuzione di 
Student con 6 gradi di libertà.  Vogliamo cioè 1 -− α𝛼 = F(-−t) con F funzione di ripartizione della dis-
tribuzione di Student.  Le tavole non contengono elementi sufficienti per determinare 1 -− α𝛼0 ; permet-
tono almeno di vedere che 1 -− α𝛼0 < 0.9 perché 0.9 = F(1.4398), F è strettamente crescente e -−t < 1.4398 ; quindi α𝛼0 è maggiore di 0.1, cioè del 10%.
Grazie a Mathematica calcoliamo il valore esatto:
CDF[StudentTDistribution[6], -−t]
0.866715
e quindiα0 = 1 -− %
0.133285
cioè il livello di significatività è circa 13.33%.
11 settembre 2017 es.6 (Gli sport preferiti dai ragazzi italiani)
Due gruppi di ragazzi, 66 a Trieste, 80 a Siracusa (li indicheremo TS e SR) vengono intervistati 
riguardo alle loro preferenze nello sport praticato, ottenendo le seguenti risposte:
 calcio pallacanestro atletica altro
TS 24 20 12 10
SR 34 22 18 6
a) Stabilire se, al livello del 5%, si può ritenere che la distribuzione delle preferenze sportive dei 
ragazzi triestini e siracusani sia la stessa.
b) Stabilire se la conclusione è la stessa oppure no, nel caso in cui le stesse proporzioni di risposte 
si ottengano da campioni cinque volte più numerosi, vale a dire 330 triestini tra cui 120 calciatori, 
100 cestisti ecc., e lo stesso a Siracusa.
Soluzione
a) Chiamiamo ni (1 ≤ i ≤ 4) numero di preferenze espresse per ognuna delle quattro possibiità, dai 
ragazzi triestini, mi (1 ≤ i ≤ 4)  la stessa cosa per i ragazzi di Siracusa; n = 66 , m = 80 sono le taglie 
dei campioni TS e SR (basta addizionare i dati relativi a ciascuna città)
La statistica-test per questo problema è
T = n m 
i=1
4  nin -− mim 2
ni + mi ; N[T]
2.70175
Se i due campioni provengono dalla stessa popolazione (vale a dire, i campioni TS e SR proven-
gono da variabili con la stessa distribuzione), allora T ha distribuzione χ𝜒2(3).  Una regione di rifiuto 
per l’ipotesi di equidistribuzione è ]χ𝜒0,952 (3), +∞[.  Il quantile χ𝜒0,952 (3) vale:
Print[Quantile[ChiSquareDistribution[3], .95]]
7.81473
Il valore sperimentale di T non appartiene all’intervallo di rifiuto dell’ipotesi; perciò i dati raccolti non 
forniscono elementi sufficienti per respingere l’ipotesi di uguale distribuzione nelle due città.
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Il valore sperimentale di T non appartiene all’intervallo di rifiuto dell’ipotesi; perciò i dati raccolti non 
forniscono elementi sufficienti per respingere l’ipotesi di uguale distribuzione nelle due città.
b) Se i dati campionari cambiano nel modo spiegato nel testo, i numeratori  nin -− mim 2 nell’espres-
sione di T rimangono invariati; i denominatori ni + mi vengono moltiplicati per 5; il fattore esterno n m 
risulta moltiplicato per 52 = 25 ; complessivamente il valore della statistica-test sarà cinque volte 
quello calcolato in (a).
N[5 T]
13.5088
La distribuzione di riferimento è ancora χ𝜒2(3) , perciò l’intervallo di rifiuto dell’ipotesi rimane lo stesso 
di (a); questa volta la statistica-test appartiene all’intervallo, quindi, al livello 5%, l’ipotesi viene 
respinta.
Le conclusioni di (a) e (b) non sono tra loro in contraddizione; infatti in (a) l’ipotesi di uguale dis-
tribuzione non viene “convalidata” bensì “non respinta”, cioè si stabilisce che le differenze sperimen-
tali rilevate nelle preferenze dei due campioni non sono abbastanza marcate da escludere, al livello 
del 5%, che siano dovute al caso.  Le stesse differenze sperimentali su campioni cinque volte più 
numerosi sono assai meno probabili, se i campioni provengono da due popolazioni in cui i caratteri 
osservati sono distribuiti nello stesso modo, per questo l’ipotesi nel caso (b) viene respinta.
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